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Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì

Óðàâíåíèå âèäà
ax + b = 0, (1)

ãäå a, b ∈ R, x - ïåðåìåííàÿ, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè (ëèíåéíûì óðàâíåíè-
åì).

Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

a) 2x + 6 = 0, ãäå a = 2, b = 6;

b) x− 2 = 0 ãäå a = 1, b = −2;

c) 0 · x + 0 = 0, ãäå a = b = 0;

d) 0 · x +
1
3

= 0, ãäå a = 0, b =
1
3
;

e) − 1
2
x = 0, ãäå a = −1

2
; b = 0.

Óðàâíåíèå (1) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

ax = −b,

îòêóäà ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 1.

1. Åñëè a 6= 0, òî óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = − b
a
;

2. Åñëè a = 0, b 6= 0, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïóñòî;

3. Åñëè a = 0, b = 0, òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå âûøå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

a) x = −6
2
, òî åñòü x = −3; b) x = 2; c) ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ; d) óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé; e) x = 0.
Çàìå÷àíèå 1. Óðàâíåíèå

ax + b = cx + d,

ãäå a, b, c, d ∈ R, ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (1):

ax + b = cx + d ⇔ (a− c)x + (b− d) = 0,

èëè
ax + b = cx + d ⇔ (a− c)x = d− b.

Çàìå÷àíèå 2. Óðàâíåíèå
(ax + b)(cx + d) = 0

ãäå a, b, c, d ∈ R, ñâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
[

ax + b = 0,
cx + d = 0.
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Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a)
3x
2
− 3 =

x
3

+ 4, c) − x + 2 = 2− x,

b) 2x + 1 = 2x + 3, d) (2x + 4)(3x− 1) = 0.

Ðåøåíèå. a) 3x
2
− 3 =

x
3

+ 4 ⇔ 3x
2
− 3 − x

3
= 4 ⇔ 3x

2
− x

3
= 4 + 3 ⇔ 7

6
x = 7 ⇔

⇔ x = 7 :
7
6
⇔ x = 6.

b) 2x + 1 = 2x + 3 ⇔ 2x− 2x = 3− 1 ⇔ 0 · x = 2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå íå
èìååò ðåøåíèé.

c) −x+2 = 2−x ⇔ −x+x = 2− 2 ⇔ 0 ·x = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

d) (2x + 4)(3x− 1) = 0 ⇔
[

2x + 4 = 0,
3x− 1 = 0, ⇔





x1 = −2,

x2 =
1
3
.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè. Ïîä ïà-
ðàìåòðîì ïîíèìàåòñÿ (ñìîòðèòå òåìó Óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì) ôèêñèðîâàííîå (íî íåèç-
âåñòíîå) ÷èñëî. Êàê ïðàâèëî, ïàðàìåòð îáîçíà÷àåòñÿ ïåðâûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôà-
âèòà.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a) ax = 1; e)
(x− a)(2x + a)
(x + 1)(x− 2)

= 0;

b) a2x− 1 = x + a; f)
x
a

+
x
b

= c;

c) ax + b = cx + d; g)
2

5x− a
=

3
ax− 1

.

d)
x− 2x
x− 4

= 0;

Ðåøåíèå. a) Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 1, ïîëó÷èì:

ïðè a 6= 0 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, x =
1
a
;

ïðè a = 0 óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0 · x = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå èìååò
ðåøåíèé.

Îòâåò: åñëè a ∈ R \ {0}, òî x =
1
a
; åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

b) Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

a2x− 1 = x + a ⇔ a2x− x = a + 1 ⇔ x(a2 − 1) = a + 1

îòêóäà, ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 1, ïîëó÷èì:
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1. åñëè a2 − 1 6= 0, òî åñòü a 6= ±1, òî x =
a + 1
a2 − 1

, èëè x =
1

a− 1
;

2. åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0 · x = 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò ðåøåíèé;

3. åñëè a = −1, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0 · x = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

c) Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

(a− c)x = d− b,

îòêóäà ñëåäóåò:

1. åñëè a− c 6= 0, òî åñòü a 6= c, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x =
d− b
a− c

;

2. åñëè a = c è d− b 6= 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0 · x = d− b(6= 0) è, ñëåäîâàòåëüíî,
îíî íå èìååò ðåøåíèé;

3. åñëè a = c è d = b, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0 · x = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
åãî ðåøåíèé åñòü R.

d) Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ÎÄÇ) óðàâíåíèÿ åñòü x 6= 4. Â ÎÄÇ óðàâíåíèå
ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x− 2a
x− 4

= 0 ⇔
{

x− 2a = 0,
x 6= 4 ⇔

{

x = 2a,
x 6= 4.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 2a 6= 4, òî åñòü a 6= 2, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x = 2a, à åñëè a = 2, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

e) ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ìíîæåñòâî R \ {−1; 2}. Ïîñêîëüêó (x − a)(2x + a) = 0 âëå÷åò
x1 = a è x2 = −a

2
, òàê êàê x 6= −1 è x 6= 2, ïîëó÷èì:

1. åñëè a 6= −1, a 6= 2, −a
2
6= −1, −a

2
6= 2, òî åñòü a ∈ R \ {−1; 2;−4}, òî óðàâíåíèå

èìååò äâà ðåøåíèÿ x1 = a è x2 = −a
2
(åñëè a = 0, ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò);

2. åñëè a = −1, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
1
2
;

3. åñëè a = 2, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé;

4. åñëè a = −4, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = −4.

f) Åñëè a = 0 èëè b = 0, òî óðàâíåíèå íå èìååò ñìûñëà. Ïóñòü a · b 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

x(b + a) = abc,

îòêóäà ñëåäóåò:
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1. åñëè b + a 6= 0, òî åñòü a 6= −b, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
abc

a + b
;

2. åñëè a = −b è c 6= 0, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

3. åñëè a = −b è c = 0, òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî åñòü ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ.

g) ÎÄÇ óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû
{

5x− a 6= 0,
ax− 1 6= 0, , îòêóäà x 6= a

5
è, åñëè

a 6= 0, x 6= 1
a
. Åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

2
5x

=
3
−1

, èëè −2 = 15x,

îòêóäà x = − 2
15

, è, ïîñêîëüêó − 2
15

6= 0
5
, ñëåäóåò, ÷òî åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå èìååò

ðåøåíèå x = − 2
15

.
Ïóñòü a 6= 0. Òîãäà â ÎÄÇ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

2(ax− 1) = 3(5x− a),

îòêóäà
(2a− 15)x = 2− 3a

è, ñëåäîâàòåëüíî,

1. åñëè 2a− 15 6= 0, òî åñòü a 6= 15
2
, òî ïîëó÷èì x =

2− 3a
2a− 15

;

2. åñëè 2a− 15 = 0, òî åñòü a =
15
2
, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ a ∈ R \
{

0;
15
2

}

íóæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå x 6= a
5
è x 6= 1

a
:

x 6= a
5
⇒ 2− 3a

2a− 15
6= a

5
èëè (2a− 15)a 6= 5(2− 3a)

îòêóäà 2a2 6= 10, èëè a 6= ±
√

5. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ a = ±
√

5 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.
Â ñëó÷àå âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ ïîëó÷èì

x 6= 1
a
⇒ 2− 3a

2a− 15
6= 1

a
, èëè a(2− 3a) 6= (2a− 15),

îòêóäà 3a2 = 15, òî åñòü a2 6= 5 (óæå èññëåäîâàííûé ñëó÷àé).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè a ∈

{

15
2 ;±

√
5
}

óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, à åñëè
a ∈ R \

{

15
2 ;±

√
5
}

, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x =
2− 3a
2a− 15
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(çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîëó÷åííîå â ñëó÷àå a = 0 ñîäåðæèòñÿ â ïðèâåäåííîì âûøå ðå-
çóëüòàòå).

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ

a) |x− a| = 2; c) |x− a|+ |x− 2a| = a;
b) |x|+ |x− a| = 0; d) |x− 1|+ |x− 2| = a.

Ðåøåíèå. a) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìîäóëÿ, ïîëó÷èì:

|x− a| = 2 ⇔
[

x− a = 2,
x− a = −2, ⇔

[

x = a + 2,
x = a− 2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî a óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ,
x1 = a + 2 è x2 = a− 2.

b) Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (êàê ñóììà äâóõ íå-
îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ), à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

{

x = 0,
x− a = 0, èëè

{

x = 0,
x = a.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a = 0, òî ñèñòåìà (à, ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèå) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x = 0, à åñëè a 6= 0, òî ñèñòåìà (è èñõîäíîå óðàâíåíèå) ðåøåíèé íå
èìååò.

c) Òàê êàê |f(x)| = | − f(x)| óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

|x− a|+ |2a− x| = a.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè a < 0, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, à åñëè a=0, òî ïîëó÷èì
|x| = 0, îòêóäà x = 0.

Ïóñòü a > 0. Òîãäà a = |a| = |(2a− x) + (x− a)|, è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

|x− a|+ |2a− x| = |(2a− x) + (x− a)|.

Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî (ñì. ñâîéñòâà ìîäóëÿ) íåðàâåíñòâó

(2a− x)(x− a) ≥ 0

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < a < 2a, ïîëó÷èì ðåøåíèå x ∈ [a; 2a].
Òàêèì îáðàçîì:

åñëè a < 0, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé;
åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0;
åñëè a > 0, òî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé - ëþáîå ÷èñëî
x ∈ [a; 2a].

d) Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè a > 0. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:
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1. Ïóñòü x < 1. Òîãäà |x− 1| = −(x− 1), |x− 2| = −(x− 2) è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

−x + 1− x + 2 = a, èëè − 2x = a− 3,

îòêóäà x =
3− a

2
. Ïîñêîëüêó x < 1, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

3− a
2

< 1,

îòêóäà a > 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè a > 1, òî x =
3− a

2
.

2. Ïóñòü x ∈ [1; 2]. Òîãäà |x− 1| = x− 1, |x− 2| = −(x− 2) è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

x− 1− x + 2 = a, 0 · x = a− 1.

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1, ïîëó÷èì:
åñëè a = 1, òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [1;2] åñòü ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ;
åñëè a 6= 1, òî ðåøåíèé íåò.

3. Ïóñòü x > 2. Òîãäà |x− 1| = x− 1, |x− 2| = x− 2 è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

x− 1 + x− 2 = a,

îòêóäà x =
a + 3

2
. Ïîñêîëüêó x > 2, òî a + 3

2
> 2, òî åñòü a > 1.

Òàêèì îáðàçîì:
åñëè a > 1, òî óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ

x1 =
3− a

2
è x2 =

a + 3
2

;

åñëè a = 1, òî ëþáîå ÷èñëî îòðåçêà [1;2] åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ;
åñëè a < 1, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.

Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà

Íåðàâåíñòâà âèäà

ax + b > 0, ax + b ≥ 0, ax + b < 0, ax + b ≤ 0, (2)

ãäå a, b ∈ R, x - ïåðåìåííàÿ, íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè ïåðâîé ñòåïåíè (ëèíåéíûìè íå-
ðàâåíñòâàìè).

Ïîñêîëüêó âñå íåðàâåíñòâà (2) ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî, ïðèâåäåì ðåøåíèå ëèøü ïåðâîãî
èç íèõ: ax + b > 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
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1. a > 0, òîãäà
ax + b > 0 ⇔ ax > −b ⇔ x > − b

a
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ax + b > 0 (a > 0) åñòü (− b

a ; +∞);

2. a < 0, òîãäà
ax + b > 0 ⇔ ax > −b ⇔ x < − b

a
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ax + b > 0 (a < 0) åñòü (−∞;− b

a);

3. a = 0, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä 0 · x + b > 0 è äëÿ b > 0 ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî åñòü ðåøåíèå íåðàâåíñòâà, à ïðè b ≤ 0 íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà
a) 3x + 6 > 0; c) 2(x + 1) + x < 3x + 1;
b) − 2x + 3 ≥ 0; d) 3x + 2 ≥ 3(x− 1) + 1.

Ðåøåíèå. a) 3x+6 > 0 ⇔ 3x > −6 ⇔ x > −2, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé
èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà åñòü (−2; +∞).

b) −2x + 3 ≥ 0 ⇔ −2x ≥ −3 ⇔ x ≤ 3
2
, òî åñòü ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èñõîäíîãî

íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ (−∞; 3
2 ].

c) Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî

2(x + 1) + x < 3x + 1 ⇔ 2x + 2 + x < 3x + 1 ⇔ 0 · x + 1 < 0.

Òàê êàê 1 < 0 - ëîæíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.
d) Ðåøàÿ àíàëîãè÷íî ïðèìåðó c), ïîëó÷èì

3x + 2 ≥ 3(x− 1) + 1 ⇔ 3x + 2 ≥ 3x− 3 + 1 ⇔ 0 · x + 4 ≥ 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåí-
ñòâà.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà
a) ax ≤ 1;

b) |x− 2| > −(a− 1)2;

c) 3(4a− x) < 2ax + 3;

d) abx + b > ax + 3;

e)
3x + 4
a2 − 1

− 2x + 1
a− 1

≤ x
a + 1

;

f) ax + b > cx + d;

g) x +
b(2− x)

2a
>

a(x + 2)
2b

.
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Ðåøåíèå. a) Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà a ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1. åñëè a > 0, òî x ≤ 1
a
;

2. åñëè a < 0, òî x ≥ 1
a
;

3. åñëè a = 0, òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä 0 ·x ≤ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a > 0, òî x ∈ (−∞; 1
a ], åñëè a < 0, òî x ∈ [ 1

a ; +∞), è åñëè a = 0, òî
x ∈ R.

b) Çàìåòèì, ÷òî |x− 2| ≥ 0 äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x è −(a− 1)2 ≤ 0 äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a = 1, òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷-
íîå îò 2, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà, à åñëè a 6= 1, òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà.

Îòâåò: åñëè a = 1, òî x ∈ R \ {2}, à åñëè a ∈ R \ {1}, òî x ∈ R.
c) Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

3(4a− x) < 2ax + 3 ⇔ 12a− 3x < 2ax + 3 ⇔ 12a− 3 < 2ax + 3x ⇔ x(2a + 3) > 3(4a− 1).

Äàëåå ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1. åñëè 2a + 3 > 0, òî åñòü a > −3
2
, òî

x(2a + 3) > 3(4a− 1) ⇔ x >
3(4a− 1)
2a + 3

;

2. åñëè 2a + 3 < 0, òî åñòü a < −3
2
, òî

x(2a + 3) > 3(4a− 1) ⇔ x <
3(4a− 1)
2a + 3

;

3. åñëè 2a + 3 = 0, òî åñòü a = −3
2
, òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

0 · x > −21

è, òàê êàê 0 > −21 - èñòèííîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà.

Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè a ∈ (−3
2 ; +∞), òî x ∈ (3(4a−1)

2a+3 ; +∞);
åñëè a ∈ (−∞;−3

2), òî x ∈ (−∞; 3(4a−1)
2a+3 );

åñëè a = −3
2
, òî x ∈ R.
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d) abx + b > ax + 3 ⇔ abx− ax > 3− b ⇔ a(b− 1) · x > 3− b.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. åñëè a(b− 1) > 0, òî åñòü a > 0 è b > 1, èëè a < 0 è b < 1, òî

x >
3− b

a(b− 1)

2. åñëè a(b− 1) < 0, òî åñòü a > 0 è b < 1, èëè a < 0 è b > 1, òî

x <
3− b

a(b− 1)

3. åñëè a = 0, b 6= 1, òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

0 · x > 3− b,

è äëÿ b > 3 ëþáîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, à åñëè b ∈ (−∞; 1)∪ (1; 3], òî ìíîæåñòâî
ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ïóñòî.

4. åñëè a 6= 0, b = 1, òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

0 · x > 2,

è, î÷åâèäíî, ÷òî îíî ðåøåíèé íå èìååò.

Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè a > 0 è b > 1, èëè a < 0 è b < 1, òî x ∈ ( 3−b
a(b−1) ; +∞);

åñëè a > 0 è b < 1, èëè a < 0 è b > 1, òî x ∈ (−∞; 3−b
a(b−1));

åñëè a = 0 è b ∈ (3; +∞), òî x ∈ R;
åñëè a = 0 è b ∈ (−∞; 1) ∪ (1; 3) èëè a 6= 0 è b = 1, òî íåðàâåíñòâî íå èìååò
ðåøåíèé.

e) Çàìåòèì, ÷òî a 6= ±1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî íå èìååò ñìûñëà). Íåðàâåíñò-
âî ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

3x + 4
a2 − 1

− 2x + 1
a− 1

≤ x
a + 1

⇔

⇔ 3x + 4− (2x + 1)(a + 1)− x(a− 1)
(a− 1)(a + 1)

≤ 0 ⇔ x(2− 3a) + 3− a
(a− 1)(a + 1)

≤ 0.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1. ïóñòü a ∈ (−∞;−1) ∪ (1; +∞), òîãäà (a − 1)(a + 1) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå

íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

x(2− 3a) + 3− a ≤ 0, èëè x(2− 3a) ≤ a− 3,
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îòêóäà
äëÿ a > 1 x ≥ a− 3

2− 3a
,

äëÿ a < −1 x ≤ a− 3
2− 3a

2. ïóñòü a ∈ (−1; 1), òîãäà (a − 1)(a + 1) < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

x(2− 3a) + 3− a ≥ 0, èëè x(2− 3a) ≥ a− 3.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè a =
2
3
, òî x ∈ R;

åñëè a ∈ (2
3 , 1), òî x ≤ a−3

2−3a ;
åñëè a ∈ (−1; 2

3), òî x ≥ a−3
2−3a .

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî

ïðè a ∈ (−∞;−1) ∪ (2
3 ; 1) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ (−∞; a−3

2−3a ];
ïðè a ∈ (−1; 2

3) ∪ (1; +∞) èìååò ðåøåíèÿ x ∈ [ a−3
2−3a ; +∞);

ïðè a =
2
3
ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåí-

ñòâà.

f) Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

(a− c)x > d− b,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

1. åñëè a > c, òî a− c > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x >
d− b
a− c

;

2. åñëè a < c, òî x <
d− b
a− c

;

3. åñëè a = c è d ≥ b, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ïóñòî;

4. åñëè a = c è d < b, òî x ∈ R.
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g) Çàìåòèì, ÷òî a 6= 0 è b 6= 0. Ïðèâåäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì

x +
b(2− x)

2a
>

a(x + 2)
2b

⇔ 2abx + b2(2− x)− a2(x + 2)
2ab

> 0 ⇔

⇔ 2(b2 − a2)− x(b− a)2

2ab
> 0 ⇔













{

2(b2 − a2)− x(b− a)2 > 0,
ab > 0,

{

2(b2 − a2)− x(b− a)2 < 0,
ab < 0,

⇔

⇔













{

x(b− a)2 < 2(b2 − a2),
ab > 0,

{

x(b− a)2 > 2(b2 − a2),
ab < 0,

⇔





























































x <
2(b + a)
b− a

,

ab > 0,
a 6= b,

{

x ∈ ∅,
a = b,











x >
2(b + a)
b− a

ab < 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a è b îäèííàêîãîãî çíàêà (ab > 0) è a 6= b, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
íåðàâåíñòâà åñòü (−∞; 2(b+a)

b−a ); åñëè a è b - ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ (ab < 0), òî ìíîæåñòâî
ðåøåíèé åñòü (2(b+a)

b−a ; +∞), à åñëè a = b, òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà

a) |x + a|+ |x− 2a| < 4a; c) |x + a| > 2;

b) |x + a| < |a|x; d) |x− a| ≤ a.

Ðåøåíèå. a) Çàìåòèì, ÷òî ïðè a ≤ 0 íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò. Ïóñòü a > 0.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1. ïóñòü x ∈ (−∞;−a], òîãäà |x + a| = −x− a è |x− 2a| = 2a− x, è íåðàâåíñòâî ïðèìåò
âèä

−x− a + 2a− x < 4a, èëè x > −3
2
a,

ïîñêîëüêó a > 0, ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ (−∞;−a] è (−3a
2 ; +∞) (à, ñëåäîâàòåëüíî, è

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà) ÿâÿåòñÿ ìíîæåñòâî (−3a
2 ;−a];

2. ïóñòü x ∈ (−a; 2a], òîãäà |x + a| = x + a, è |x − 2a| = 2a − x, è íåðàâåíñòâî ïðèìåò
âèä

x + a + 2a− x < 4a, èëè 3a < 4a,

è, ïîñêîëüêó a > 0, ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (−a; 2a] åñòü ðåøåíèå íåðàâåíñòâà;

3. ïóñòü x ∈ (2a; +∞), òîãäà |x + a| = x + a è |x − 2a| = x − 2a, è íåðàâåíñòâî ïðèìåò
âèä

x + a + x− 2a < 4a, èëè x <
5
2
a.
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå x ≥ 2a, ïîëó÷èì x ∈ (2a; 5
2a).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a ≤ 0, òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé, à åñëè a > 0, òî ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà åñòü (−3

2a;−a] ∪ (−a; 2a] ∪ (2a; 5
2a) èëè (−3

2a; 5
2a).

b) Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ëèøü ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ x > 0
íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ |x + a| < |a| · |x| è ðåøàåòñÿ, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ:

|x + a| < |a| · |x| ⇔ |x + a| < |ax| ⇔ (x + a + ax)(x + a− ax) < 0 ⇔

⇔ [(a + 1)x + a][(1− a)x + a] < 0 ⇔













{

(a + 1)x + a > 0,
(1− a)x + a < 0,

{

(a + 1)x + a < 0,
(1− a)x + a > 0,

⇔













{

(a + 1)x > −a,
(1− a)x < −a,

{

(a + 1)x < −a,
(1− a)x > −a.

Åñëè a > 1, òîãäà a− 1 > 0 è a + 1 > 0, è ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè ïðèìåò âèä














− a
a + 1

< x,

− a
1− a

< x,

îòêóäà (ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0) ïîëó÷èì

x >
a

a− 1
,

à âòîðàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè ïðèìåò âèä














x < − a
a + 1

,

x < − a
1− a

,

è, òàê êàê a > 1 âëå÷åò − a
a + 1

< 0, à x > 0, ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.
Åñëè a = 1, òî ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè íå èìååò ðåøåíèé, à èç âòîðîé ïîëó÷èì

x < −1
2
, è, òàê êàê x > 0, òî è â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.

Åñëè −1 < a < 1, òî a + 1 > 0 è 1− a > 0, è ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè ïðèìåò âèä














x > − a
a + 1

,

x < − a
1− a

,
èëè − a

a + 1
< x <

a
a− 1

îòêóäà, çàìåòèâ, ÷òî
− a

a + 1
<

a
a− 1

⇒ −a2 > a2

ïîëó÷èì, ÷òî ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè íåñîâìåñòíà. Èç âòîðîé ñèñòåìû ïîëó÷èì

a
a− 1

< x <
−a

a + 1



Copyright c©1999 ONG TCV Scoala Virtuala a Tanarului Matematician http://math.ournet.md 13

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0, ïîëó÷èì














a
a + 1

≥ 0,

a
a− 1

<
−a

a + 1
,

îòêóäà a < 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè a ∈ [0; 1), òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé, à åñëè
a ∈ (−1; 0), òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà åñòü ( a

a−1 ;−
a

a+1).
Åñëè a = −1, òî ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè íåñîâìåñòíà, à èç âòîðîé ïîëó÷èì x > 1

2 .
Åñëè a < −1, òî a + 1 < 0 è 1− a > 0, è èç ïåðâîé ñèñòåìû ñëåäóåò















x < − a
a + 1

,

x < − a
1− a

.

Òàê êàê a < −1 âëå÷åò − a
a + 1

< 0, à x > 0, òî â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íå
èìååò ðåøåíèé. Âòîðàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè ïðèìåò âèä















x > − a
a + 1

,

x > − a
1− a

,

è, ïîñêîëüêó x > 0, ïîëó÷èì x >
a

a− 1
.

Òàêèì îáðàçîì,

åñëè a ∈ (−∞;−1) ∪ (1; +∞), òî x ∈ ( a
a−1 ; +∞);

åñëè a ∈ [0; 1], òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé;
åñëè a = −1, òî x ∈ (1

2 ; +∞).

c) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìîäóëÿ, ïîëó÷èì

|x + a| > 2 ⇔
[

x + a > 2,
x + a < −2, ⇔

[

x > 2− a,
x < −a− 2.

d) Åñëè a < 0, òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé (ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íåîòðèöà-
òåëüíà). Åñëè a = 0, òî íåðàâåíñòâî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = 0. Åñëè a > 0,
òî

|x− a| ≤ a ⇔ −a ≤ x− a ≤ a ⇔ 0 ≤ x ≤ 2a.


